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(1) Lanciamo una moneta ripetutamente e poniamo Xi = 1 se l'i-esimo lancio ha dato testa e Xi = 0
altrimenti. Consideriamo le variabili X e Y date da X = min{i : Xi−1 = Xi} e Y = min{i : Xi−1 =
Xi = 1}. Ad esempio ottenendo una sequenza 1001011 abbiamo X = 3 e Y = 7.
(a) Determinare P (Xi = Xi−1 per ogni i > 1.
(b) Determinare le densità della variabile X;
(c) Determinare la media della variabile X;
(d) (*) Detto ai il numero di sequenze binarie di lunghezza i in cui 1 non compare mai 2 volte
consecutivamente, dimostrare che ai+2 = ai+1 + ai, per i ≥ 1.
(e) Determinare esplicitamente a1, a2, a3, a4, a5.
(f) Dimostrare che la densità di Y è data da pY (k) =
ak−3
2k
per k > 3
(g) Utilizzare (e) ed (f) per determinare pY (k) per k ≤ 8;
(h) (*) Dimostrare che mediamente occorrono almeno 5 lanci per ottenere 2 teste consecutive.
Soluzione (1) (a)Ad ogni lancio, con eccezione del primo, la probabilità di ottenere un risultato
uguale al precedente è sempre 12 (b) Siccome la probabilità che un lancio sia uguale al precedente è
indipendente dai lanci precedenti, segue da (a) che X − 1 ∼ G˜( 12 ).
(c) Essendo X − 1 ∼ G˜( 12 ) abbiamo che E[X] = E[X − 1] + 1 = 2 + 1 = 3.
(d) Consideriamo le sequenze di lunghezza i + 2 in cui non compaiono mai 2 teste consecutive. Le
suddividiamo in 2 sottoinsiemi, quelle che ﬁniscono con testa e quelle che ﬁniscono con croce. Quelle
che ﬁniscono con croce hanno nei primi i+1 posti una qualunque sequenza di teste e croci senza teste
consecutive e quindi sono ai+1. Quelle che ﬁniscono con testa hanno necessariamente croce nel posto
i+ 1 e una qualunque sequenze nel primi i posti e quindi sono proprio ai.
(e) Si ha facilmente a1 = 2 e a2 = 3. Dal punto precedente otteniamo quindi a3 = 5, a4 = 8, a5 = 13.
(f) Il numero di sequenze possibili di lunghezza k è 2k. Le sequenze di lunghezza k (k ≥ 3) che hanno
2 teste consecutive per la prima volta nei posti k−1 e k sono sequenze che ﬁniscono con CTT e hanno
nei primi k− 3 posti una qualunque sequenza che non ha mai 2 teste consecutive. Sono quindi ak−3.
Otteniamo quindi p(k) = ak−3
2k
per k > 3 (g)
pY (2) =
1
4
, pY (3) =
1
8
pY (4) =
a1
24
=
1
8
, pY (5) =
a2
25
=
3
32
, pY (6) =
5
64
, pY (7) =
1
16
, pY (8) =
13
256
.
(h) Dal punto (g) abbiamo che P (Y ≥ 9) = 1− (p(2) + · · ·+ p(8)) = 0.215 e quindi
E[Y ] =
∞∑
k=2
kp(k) =
8∑
k=2
kp(k) +
∞∑
k=9
kp(k) ≥
8∑
k=2
kp(k) +
∞∑
k=9
9p(k)
= 2
1
4
+ 3
1
8
+ 4
1
8
+ · · ·+ 8 13
256
+ 9 · 0.215 = 5.09.
(2) Una squadra di calcio vince con probabilità 12 e pareggia con probabilità
1
4 .
(a) Giocando 30 partite in un campionato, qual è la probabilità che ne vinca esattamente 15?
(b) E che ne vinca più di 15?
1
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(c) Qual è la probabilità che faccia almeno 50 punti?
(2) (a) Il numero X di vittorie segue ha una densità binomiale B(30, 12 ) e quindi
P (X = 15) =
(
30
15
)
230 = 0, 144.
(b) Approssimiamo la variabile X con una variabile normale ζ ∼ N(15, 152 ) e calcoliamo quindi
P (X > 15) = P (ζ ≥ 15.5) = P (ζ0 > 15.5− 15√
7.5
= P (ζ0 > 0.18) = 1− Φ(0.18) = 1− 0.57142 = 0.42858.
In alternativa, senza ricorrere all'approssimazione normale si poteva risolvere sfruttando la simmetria del
problema: la probabilità di ottenere più di 15 vittorie è uguale alla probabilità di ottenere meno di 15
vittorie. E siccome P (X < 15) + P (X = 15) + P (X > 15) = 1 otteniamo
P (X > 15) =
1− P (X = 15)
2
=
1− 0.144
2
= 0.428,
esattamente lo stesso risultato!
(c) Detto Yi i punti conquistati in ogni partita abbiamo che la densità delle Yi è la seguente
pY (k) =

1
2 k = 3
1
4 k = 1
1
4 k = 0
0 altrimenti
Abbiamo quindi E[Yi] = 3
1
2 + 1
1
4 =
7
4 e E[Y
2
i ] = 9
1
2 + 1
1
4 =
19
4 e quindi Var(Yi) = E[Y
2
i ] − E[Yi]2 =
19
4 − 4916 = 2716 . La variabile somma di punti S30 = Y1 + · · · + Y30 per il teorema del llimite centrale è unva
variabile approssimativamente normale di media E[S30] = 30
7
4 = 52.5 e varianza Var(S30) = 30 · 2716 = 50.625.
Utilizzando ancora la correzione di continuità abbiamo
P (S30 ≥ 50) = P (ζ > 49.5) = P (ζ0 > 49.5− 52.5√
50, 625
= P (ζ0 > −0.42) = Φ(0.42) = 0.66276
03/07/2012
(1) Si lancia un dado per 3 volte e poniamo, per i = 1, 2, 3, 4, 5, 6
Xi = numero di lanci in cui si è ottenuto un risultato ≤ i.
(a) Si determinino le densità delle Xi.
(b) Stabilire per quali coppie (i, j), con i < j le variabili Xi e Xj sono indipendenti.
(c) Veriﬁcare che P (X3 = 1, X5 = 3) =
1
6 ;
(d) (*) Determinare Cov(X3, X5).
(e) Determinare P (X5 = 3|X3 = 1).
(a) La probabilità di ottenere un risultato ≤ i è i/6 od ogni lancio, indipendentemnete l'uno
dall'altro. Si ha quindi
Xi ∼ B(3, i/6).
(b) Le variabili Xi ed Xj non sono mai indipendenti se j < 6. Infatti si ha P (Xi = 1, Xj = 0) = 0
(se i < j) ma chiaramente P (Xi = 1) e P (Xj = 0) sono entrambe non nulle. La variabile X6,
essendo costante uguale a 6, è indipendente con tutte le altre.
(c) Dobbiamo calcolare la probabilità che i 3 lanci diano sempre un risultato ≤ 5 di cui una sola
volta ≤ 3. Contiamo i risultati favorevoli: risultato ≤ 3 può capitare in ognuno dei 3 lanci e
ESAMI DI CPS A.A. 2011/2012 3
per ognuno di essi ho 3 possibilità (1,2 o 3), dando quindi un fattore 9. Negli altri 2 lanci devo
ottenere 4 o 5 ottenendo quindi un fattore 4. Complessivamente:
P (X3 = 1, X5 = 3) =
9 · 4
63
=
1
6
.
(d) Detta p(x, y) la densità congiunta delle variabili X3 ed X5 si ha, ragionando similmente al punto
precedente: p(3, 3) = 18
p(3, 2) = 14
p(3, 1) = 16
p(3, 0) = 127
p(2, 2) = 18
p(2, 1) = 16
p(2, 0) = 118
p(1, 1) = 124
p(1, 0) = 136
p(0, 0) = 1216
In realtà non è necessario calcolare tutta la densità congiunta: per calcolare la media di E[X3 ·X5]
era suﬃciente calcolare solo i 5 casi in cui entrambe la variabili sono non nulle.
E[X3 ·X5] = 1
8
· 9 + 1
4
· 6 + 1
8
· 4 + 1
6
· 3 + 1
6
· 2 + 1
24
· 1 = 4.
La covarianza é quindi
Cov(X3, X5) = E[X3 ·X5]− E[X3]E[X5] = 4− 3
2
· 5
2
=
1
4
.
Era da aspettarsi una covarianza positiva?
(e) Per la deﬁnizione di probabilità condizionale abbiamo P (X5 = 3|X3 = 1) = P (X5=3,X3=1)P (X3=1 =
1/6
3/8 =
4
9 .
(2) Si considerino le funzioni
f1(t) =
{
1− t2 se t ∈ [−1, 1]
0 altrimenti
f2(t) =
{
1
2 − t se t ∈ [−1, 1]
0 altrimenti
f3(t) =
{
3
4 (1− t2) se t ∈ [−1, 1]
0 altrimenti.
(a) Stabilire quali tra le f1, f2, f3 rappresentano la densità di una variabile aleatoria continua.
(b) Determinare media e varianza di una variabile aleatoria continua la cui densità è una delle fi.
(3) In un'inchiesta viene chiesto a 100 studenti scelti a caso in Europa il numero di viaggi eﬀettuato
all'estero negli ultimi 5 anni. I risultati sono rappresentati nella seguente tabella
N. di Viaggi Frequenza
0 15
1 25
2 21
3 20
4 14
≥ 5 5
(a) Determinare la media e la varianza del campione.
(b) Determinare l'intervallo di conﬁdenza al 90% per il numero medio di viaggi eﬀettuato da uno
studente europeo.
(c) Determinare l'intervallo di conﬁdenza al 95% per la percentuale di studenti che hanno eﬀettuato
almeno 3 viaggi.
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17/09/2012
(1) Un'urna contiene n palline numerate da 1 ad n. Estraiamo tutte le palline, una per volta, senza
rimpiazzo. Per i = 1, . . . , n consideriamo la variabile
Xi =
{
1 se l'i-esima estratta è la pallina numero i
0 altrimenti
(a) Per ogni i, si determini la densità della variabile Xi.
(b) Stabilire per quali coppie (i, j), con i < j le variabili Xi e Xj sono indipendenti.
(c) Determinare la media di X = X1 + · · ·+Xn;
(d) Per n = 3 determinare Var(X).
(2) Sia X una variabile esponenziale di parametro λ = 2.
(a) Determinare E[1− 2X];
(b) Deteminare Var(1− 2X);
(c) Determinare la densità di
√
X;
(3) Sia X il numero di teste ottenute in n lanci di una moneta.
(a) Si determinino la media e la varianza di X in funzione di n.
(b) Per n = 12 determinare P (X ≤ 10).
(c) Determinare il massimo valore di n per cui P (X ≤ 10) > 0.92.
08/01/2013
(1) Voglio scaricare dalla rete 50 ﬁle di musica, uno di seguito all'altro. Posso supporre che il tempo,
espresso in secondi, che il mio computer impiega per scaricare ciascun ﬁle sia una variabile aleatoria
Tk deﬁnita da Tk := 10 + Xk, k = 1, . . . , 50, dove le Xk sono variabili aleatorie indipendenti aventi
la stessa densità di media pari a 1 minuto e varianza pari a 120 sec2. Il tempo totale impiegato per
scaricare i 50 ﬁle (espresso in secondi) è quindi T := T1 + · · ·+ T50.
(a) Calcolare il tempo totale medio E(T ) e la varianza V ar(T ).
(b) Calcolare la probabilità che il tempo totale per scaricare i 50 ﬁle sia superiore a 1 ora.
(c) Supponiamo che ognuno dei 50 ﬁle scaricati abbia una probabilità p = 0.01 di essere difettoso,
indipendentemente l'uno dall'altro. Calcolare la probabilità che il numero di ﬁle difettosi sia
inferiore o uguale a 2.
(2) Una trasmissione televisiva è stata vista dal 25.5% delle femmine di età superiore a 14 anni, dal 62%
dei maschi di età superiore a 14 anni e dal 6% degli individui di età minore o uguale a 14 anni. Inoltre,
sappiamo che la popolazione italiana è formata per il 14% da individui di età minore o uguale a 14
anni, per il 44.7% da donne di età superiore a 14 anni e per il rimanente 41.3% da maschi di età
superiore a 14 anni.
(a) Calcolare la probabilità che un individuo scelto a caso tra la popolazione italiana abbia visto la
partita.
(b) Sapendo che un individuo scelto a caso ha visto la partita, qual è la probabilità che sia femmina
e di età superiore a 14 anni?
(3) Sia X una variabile aleatoria continua uniforme nell'intervallo [0, 1].
(a) Calcolare P (−log(X) ≥ 1).
(b) Determinare la funzione di ripartizione di −log(X) e riconoscerla.
29/01/2013
(1) Si consideri un codice a 3 cifre decimali a1a2a3 scelte a caso e indipendentemente l'una dall'altra. Per
i = 1, 2 poniamo
Xi =
{
1 se ai = ai+1
0 altrimenti.
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(a) Stabilire la densità delle Xi.
(b) Stabilire se le variabili X1 e X2 sono indipendenti.
(c) Stabilire la densità di X1 +X2 e di X1 ·X2.
(a) le Xi sono variabili di Bernoulli, in quanto assumono solo i valori 0 e 1. Utilizzando la formula
delle probabilità totali abbiamo
P (Xi = 1) =
10∑
j=1
P (ai = j, ai+1 = j) = 10 · 1
10
· 1
10
=
1
10
.
Abbiamo quindi che sia X1 che X2 sono variabili B(1,
1
10 ). In alternativa si può semplicemente
osservare che su 100 codici di 2 cifre esattamente 10 hanno le due cifre uguali e quindi la proba-
bilità di avere le due cifre uguali è proprio 1/10.
(b) Determiniamo la densità congiunta p(x, y) di X1 e X2. Abbiamo
p(0, 0) = P (X1 = 0, X2 = 0) = P (a2 6= a1, a2 6= a3) = 10 · 9 · 9
1000
=
81
100
p(0, 1) = P (X1 = 0, X2 = 1) = P (a1 6= a2 = a3) = 10 · 9
1000
=
9
100
p(1, 0) = p(0, 1)
p(1, 1)P (X1 = 1, X2 = 1) = P (a1 = a2 = a3) =
10
1000
=
1
100
In tutti i casi abbiamo p(x, y) = P (X1 = x)P (X2 = y) e quindi le variabili X1 e X2 sono
indipendenti.
(c) Sia Y = X1 +X2. La variabile Y può assumere i valori 0,1,2. Calcoliamo la densità.
P (Y = 0) = P (X1 = 0, X2 = 0) = P (X1 = 0)P (X2 = 0) =
81
100
P (Y = 2) = P (X1 = 1, X2 = 1) = P (X1 = 1)P (X2 = 1) =
1
100
P (Y = 1) = 1− P (Y = 0)− P (Y = 2) = 18
100
e quindi riassumento
pY (k) =

81
100 k = 0
18
100 k = 1
1
100 k = 2
0 altrimenti.
Poniamo inoltre Z = X1X2. La variabile Z può assumere solo i valori 0 e 1 ed è quindi una
variabile di Bernoulli. Si ha
P (Z = 1) = P (X1 = 1, X2 = 1) = P (X1 = 1)P (X2 = 1) =
1
100
e quindi Z ∼ B(1, 1100 ).
(2) Si considerino 2 variabili aleatorie indipendenti X ed Y . Sono noti i seguenti valori della densità
congiunta
@
@X
Y
1
8
3
8
3
32
0 1
0
1
2
(a) Calcolare P (X = 0).
(b) Calcolare P (Y = 1).
(c) Completare la tabella a doppia entrata della densità congiunta delle variabili X ed Y .
(a) Dalla prima riga della tabella deduciamo che
P (X = 0) = P (X = 0, Y = 0) + P (X = 0, Y = 1) =
1
8
+
3
8
=
1
2
.
(b) Siccome le variabili X ed Y sono indipendenti abbiamo
P (X = 0, Y = 1) = P (X = 0)P (Y = 1).
Dalla tabella sappiamo che P (X = 0, Y = 1) = 38 mentre dal punto (a) abbiamo P (X = 0) =
1
2 .
Ne deduciamo che
P (Y = 1) =
P (X = 0, Y = 1)
P (X = 0)
=
3
4
.
(c) Analogamente a prima dall'identità P (X = 1, Y = 1) = P (X = 1)P (Y = 1) possiamo deter-
minare
P (X = 1) =
P (X = 1, Y = 1)
P (Y = 1)
=
3
32
3
4
=
1
8
.
Possiamo quindi completare la descrizione delle densità marginali: P (X = 2) = 1 − P (X =
0)− P (X = 1) = 38 e P (Y = 0) = 1− P (Y = 1) = 14 . I valori mancanti della densità congiunta
sono quindi
P (X = 1, Y = 0) = P (X = 1)P (Y = 0) =
1
8
· 1
4
=
1
32
P (X = 2, Y = 0) = P (X = 2)P (Y = 0) =
3
8
· 1
4
=
3
32
P (X = 2, Y = 1) = P (X = 2)P (Y = 1) =
3
8
· 3
4
=
9
32
(3) Una parola della lingua italiana è composta da un numero di lettere di media 5 e scarto quadratico
medio 2. Si consideri una frase casuale composta da 20 parole casuali e sia X il numero di caratteri
(spazi inclusi) di cui è composta una tale frase.
(a) Determinare la media e la varianza di X.
(b) Determinare la probabilità con cui una frase casuale di 20 parole è costituita da più di 100
caratteri.
(a) Detta Xi la variabile lunghezza della i-esima parole abbiamo
X = X1 +X2 + · · ·+X20 + 19,
in quanto tra le 20 parole dobbiamo considerare anche i 19 spazi. Si ha quindi
E[X] = E[X1] + · · ·+ E[X20] + E[19] = 20 · 5 + 19 = 119.
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e
V ar(X) = V ar(X1) + · · ·+ V ar(X20) = 20 · 4 = 80
in quanto la varianza di una variabile costante è nulla.
(b) La variabile X la approssimiamo con una variabile ζ ∼ N(119, 80) grazie al teorema centrale del
limite. Applicando la correzione di continuità abbiamo
P (X > 100) = P (ζ > 100, 5) = P (ζ0 >
100, 5− 119√
80
) = P (ζ0 > −2, 07) = Φ(2, 07) = 98%.
26/02/2013
(1) Un'urna contiene 6 palline, numerate da 1 a 6. Le palline sono anche state colorate, 4 rosse e 2 blu,
in modo del tutto casuale, e non sappiamo come.
(a) Estraendo 3 palline, determinare la probabilità che esattamente 2 di esse siano rosse;
(b) estraendo 3 palline, determinare la probabilità di estrarre una pallina rossa numerata con il 6
(cioè che la pallina numerata con il 6 sia stata colorata di rosso ed estratta);
(c) determinare la probabilità che le palline numerate con 1,4 e 6 siano tutte rosse;
(d) estraendo 3 palline, determinare la probabilità che la somma dei numeri che compaiono sulle
palline rosse estratte sia 11.
(2) Un paese in Giappone si trova vicino ad un vulcano ed è anche a rischio terremoto. Si sa che il
vulcano erutta mediamente ogni 10 anni e che si veriﬁca un terremoto mediamente ogni 15 anni. Si
può assumere che i tempi di attesa per entrambi i fenomeni siano variabili esponenziali, indipendenti
tra loro.
(a) Determinare la probabilità che si veriﬁchi un terremoto nei prossimi 10 anni;
(b) Dovendo andare a vivere in questo paese per i prossimi 5 anni, stabilire la probabilità che in
questo periodo si veriﬁchi un'eruzione e/o un terremoto, sapendo che negli ultimi 10 anni non si
sono veriﬁcati né eruzioni, né terremoti.
(3) Viene misurata l'altezza in centimetri in un campione di 101 watussi ottenendo i seguenti risultati :
170− 175 6
175− 180 11
180− 185 13
185− 190 20
190− 195 1
195− 200 40
200− 210 10
(a) Determinare media, varianza e classe mediana e classe modale del campione;
(b) Determinare l'intervallo di conﬁdenza al 95% per la media della variabile aleatoria "altezza di
watusso scelto a caso" in base ai dati sperimentali.
